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В работе рассматривается задача продолжения обобщенных
сдвигов Данкля на некоторые весовые функциональные бана-
ховы пространства. Основным результатом статьи является до-
казательство того, что операторы обобщенного сдвига Данкля
могут быть продолжены до линейных ограниченных операторов
в этих пространствах.
Во многих задачах гармонического анализа на действительной пря-
мой R важную роль играют операторы сдвига f(x) 7→ f(x + h), x,h ∈
R. Операторы сдвига обладают многими замечательными свойствами,
так, например, они образуют однопараметрическую группу изометрий
для банаховых пространств Lp(R), преобразование Фурье представ-
ляет собой разложение по собственным функциям операторов сдвига,
через операторы сдвига определяется свертка функций и т. д. В совре-
менной математике существует много различных аналогов операто-
ров сдвига (см., например, [1–5]). В последнее время широкое распро-
странение приобрел новый класс обобщенных сдвигов  обобщенные
сдвиги Данкля. Обобщенные сдвиги Данкля строятся по некоторым
дифференциально-разностным операторам (операторам Данкля). На
основе операторов Данкля можно построить обобщенный гармони-
ческий анализ (гармонический анализ Фурье  Данкля), который
включает в себя интегральные преобразования Данкля и обобщенные
свертки. Многие задачи классического гармонического анализа име-
ют естественные аналоги в гармоническом анализе Фурье  Данкля
(см., например, [6–11]).
Изначально действие операторов обобщенного сдвига Данкля опре-
делено для бесконечно дифференцируемых функций, но для многих
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задач требуется расширить действие операторов обобщенного сдвига
Данкля на другие классы функций. В настоящей работе рассматрива-
ется задача продолжения обобщенных сдвигов Данкля на некоторые
весовые банаховы функциональные пространства Lp,α. Основным ре-
зультатом статьи является доказательство того, что операторы обоб-
щенного сдвига Данкля могут быть продолжены до линейных огра-
ниченных операторов в этих пространствах.
Введем необходимые для дальнейшего функциональные простран-
ства. Если не оговорено противное, то все функции предполагаются
комплекснозначными и определенными на R.
Пусть C  множество всех непрерывных функций, C(k)  мно-
жество k раз непрерывно дифференцируемых функций, E = C(∞) 
множество бесконечно дифференцируемых функций, D  множество
бесконечно дифференцируемых функций на R с компактным носите-
лем, Cc  множество непрерывных функций с компактным носителем.
Множества C, C(k), E, D, Cc являются топологическими векторными
пространствами с обычными топологиями (см., например, [12]).
Для любого 1 ≤ p < ∞ через Lp,α обозначим банахово простран-
ство, состоящее из измеримых функций f(t) на R (функция рассмат-
ривается с точностью до значений на множестве меры нуль), для ко-
торых конечна норма
kfkp,α :=
Z
|f(x)|
p |x|2α+1dx
1/p
.
Здесь и далее, если не указаны пределы интегрирования, то интегра-
лы берутся по всей числовой прямой.
При p = ∞ обозначим через L∞,α множество всех функций f(x),
которые равномерно непрерывны и ограничены на R. Норма в про-
странстве L∞,α определяется по формуле
kfk∞,α = kfk∞ := sup
x∈R
|f(x)|.
Оператором Данкля называется следующий дифференциально-раз-
ностный оператор D:
Df(x) =
df
dx
(x) +

α +
1
2

f(x) − f(−x)
x
. (1)62 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Действия оператора D определено для всех функций f ∈ C(1)(R).
Всюду далее α  фиксированное действительное число, удовлетворя-
ющее условию α > −1/2.
Для любой функции f(x) ∈ E рассмотрим следующую задачу Ко-
ши:
Dxu(x,y) = Dyu(x,y); (2)
u(x,0) = f(x), (3)
где Dx и Dy  операторы Данкля, применяемые по переменным x и
y соответственно. Известно (см. [8, Proposition 2.7(iii)]), что для лю-
бой функции f(x) ∈ E существует единственная функция u(x,y) ∈
C(∞)(R×R), которая является решением задачи Коши (2)–(3). Опера-
тор обобщенного сдвига Данкля Ty, y ∈ R, определяется равенством:
f(x) → Tyf(x) := u(x,y).
В предельном случае, при α → −1/2, обобщенный сдвиг Данкля пе-
реходит в обычный сдвиг f(x) → f(x + y).
Теорема 1.
1) При любом y ∈ R оператор Ty является линейным непрерывным
оператором из пространства E в себя.
2) Для любой функции f ∈ E отображение y → Tyf является
непрерывным (и даже бесконечно дифференцируемым) отобра-
жением из R в E.
3) Оператор Ty допускает следующее интегральное представление:
Tyf(x) = C


π Z
0
fe (G(x,y,ϕ)) he(x,y,ϕ)(sinϕ)2α dϕ+
π Z
0
fo (G(x,y,ϕ))ho(x,y,ϕ)(sinϕ)2α dϕ

, (4)
где
C =
Γ(α + 1)
Γ(α + 1/2)Γ(1/2)
, G(x,y,ϕ) =
p
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he(x,y,ϕ) = 1 − sign(xy)cosϕ,
ho(x,y,ϕ) =



(x + y)(1 − sign(xy)cosϕ)
p
x2 + y2 − 2|xy|cosϕ
при (x,y) 6= (0,0),
0 при (x,y) = (0,0),
fe(x) =
1
2
(f(x) + f(−x)), fo(x) =
1
2
(f(x) − f(−x)).
4) Если f ∈ D и suppf ⊂ [−a,a] (suppf  носитель функции f),
то Ty ∈ D и supp(Tyf) ⊂ [−a − |y|,a + |y|].
5) Оператор Данкля D = Dx коммутирует с оператором Ty, то есть
Dx(Tyf(x)) = Ty(Dxf(x)), f(x) ∈ E.
Доказательство. См. [8, Proposition 2.7]. Доказательство интеграль-
ного представления (4) см. в работе [13]. 2
Для многих задач гармонического анализа требуется расширить
действие оператора Ty на другие функциональные пространства, от-
личные от E. Для непрерывных функций f действие оператора Ty
определим прямо по формуле (4). Далее будет показано, что опера-
тор Ty переводит пространство C в себя и является непрерывным
оператором в этом пространстве. Основной целью работы является
построение продолжения оператора Ty на пространства Lp,α.
Теорема 2. Для любого p ∈ [1,+∞] и для любого y ∈ R в банаховом
пространстве Lp,α существует единственный линейный ограниченный
оператор e Ty : Lp,α →   Lp,α, который удовлетворяет условию
e Tyf = Tyf ∀f ∈ Lp,α ∩ E,
т. е. оператор e Ty является продолжением оператора Ty.
Доказательство теоремы 2 является основной целью статьи. До-
казательство будет проводиться отдельно для случаев p ∈ [2,+∞),
p ∈ (1,2), p = 1 и p = +∞.
Одним из основных элементов доказательства является следую-
щая классическая теорема о продолжении линейных операторов.
Теорема 3. Пусть X  нормированное пространство, E  всюду
плотное в X линейное подмножество. A : E → Y  линейный огра-
ниченный оператор, заданный на E, со значениями в банаховом про-
странстве Y . Тогда оператор A допускает единственное продолжение
на все X и притом с сохранением нормы.64 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Доказательство. См. [14, теорема 8.4.1]. 2
Лемма 1. Пусть fe(x)  непрерывная четная функция из и fo(x) 
непрерывная нечетная функция из, тогда для 2 ≤ p < +∞ справед-
ливы неравенства:
|Tyfe(x)|
p ≤ 2p−1Ty|fe(x)|p, (5)
|Tyfo(x)|
p ≤ 2p−1Ty|fo(x)|p. (6)
Доказательство. Введем на отрезке [0,π] меру dm(ϕ) = C(sinϕ)2αdϕ,
где C  коэффициент из формулы (4). Тогда
R π
0 dm(ϕ) = 1.
Заметим, что 0 ≤ he(x,y,ϕ) ≤ 2, поэтому
0 ≤ |he(x,y,ϕ)|p ≤ 2p.
Используя формулу (4) и неравенство Гельдера (число q определяется
из соотношения 1/p + 1/q = 1) получим, что
|Tyfe(x)| =


 


π Z
0
fe(G(x,y,ϕ)) · he(x,y,ϕ) · 1dm(ϕ)


 


≤
≤


π Z
0
|fe(G(x,y,ϕ))|
p |he(x,y,ϕ)|p dm(ϕ)


1/p 

π Z
0
1q dm(ϕ)


1/q
≤
≤

2p−1
π Z
0
|fe(G(x,y,ϕ))|
p · he(x,y,ϕ)dm(ϕ)


1/p
=
 
2p−1Ty|fe(x)|p1/p
,
откуда следует неравенство (5).
Докажем неравенство (6). Используя неравенство Гельдера, полу-
чим, что
|Tyfo(x)| =

 

 
π Z
0
fo (G(x,y,ϕ)) · ho(x,y,ϕ) · 1dm(ϕ)

 

 
≤
≤


π Z
0
|fo (G(x,y,ϕ))|
p |ho(x,y,ϕ)|
p dm(ϕ)


1/p
. (7)Обобщенные сдвиги Данкля 65
Нетрудно проверить, что справедливо неравенство
(x + y)2(1 − sign(xy)cosϕ)
x2 + y2 − 2|xy|cosϕ
≤ 2. (8)
Из неравенства (7) следует, что
|x + y|p(1 − sign(xy)cosϕ)p−1
(x2 + y2 − 2|xy|cosϕ)p/2 =
=

(x + y)2(1 − sign(xy)cosϕ)
(x2 + y2 − 2|xy|cosϕ)
p/2
(1 − sign(xy))p/2−1 ≤ 2p/2 · 2p/2−1 = 2p−1,
откуда
|ho(x,y,ϕ)|
p =
|x + y|p(1 − sign(xy)cosϕ)p
p
x2 + y2 − 2|xy|cosϕ
p ≤ 2p−1he(x,y,ϕ). (9)
Из (7) и (9) следует, что
|Tyfo(x)|
p ≤ 2p−1
π Z
0
|fo (G(x,y,ϕ))|
p he(x,y,ϕ)dm(ϕ) ≤ 2p−1Ty|fo(x)|p,
что доказывает неравенство (6). 2
Лемма 2. Пусть f(x)  непрерывная функция и |f(x)| ≤ A для
любого x ∈ [−a − |y|,a + |y|] (a > 0, A > 0). Тогда при x ∈ [−a,a]
справедливо неравенство
|Tyf(x)| ≤ 4A. (10)
Доказательство. См. [10, лемма 2.3]. 2
Лемма 3. Пусть последовательность непрерывных функций fn(x)
сходится к функции f(x) равномерно на любом отрезке [−a;a] ⊂ R.
Тогда для любого y ∈ R последовательность функций Tyfn(x) сходит-
ся к Tyf(x) равномерно на любом отрезке.
Доказательство. Равномерная сходимость Tyfn(x) к Tyf(x) на от-
резке [−a,a] эквивалентна тому, что
max
|x|≤a
|Tyfn(x) − Tyf(x)| → 0 при n → ∞.66 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Но, по лемме 2,
max
|x|≤a
|Tyfn(x) − Tyf(x)| ≤ 4 max
|x|≤a+|y|
|fn(x) − f(x)|,
а
max
|x|≤a+|y|
|fn(x) − f(x)| → 0,
так как fn(x) сходится к f(x) равномерно на отрезке [−a−|y|,a+|y|]. 2
Лемма 4.
1) Для любого y ∈ R оператор Ty переводит пространство C в себя.
2) Для любой функции f ∈ C отображение y → Tyf из R в топо-
логическое векторное пространство C непрерывно.
Доказательство. 1) Пусть f(x) ∈ C. Так как множество E всюду
плотно в C, то можно найти последовательность функций fn(x) ∈ E
такую, что fn(x) сходится к f(x) равномерно на любом отрезке. Тогда
по лемме 3, последовательность Tyfn(x) → Tyf(x) равномерно на
любом отрезке. Так как функции Tyfn принадлежат пространству
E и тем более пространству C (см. теорему 1) и равномерный предел
непрерывных функций есть непрерывная функция, то Tyf(x) ∈ C.
2) Топология на пространстве C задается семейством полунорм
kfkC,N = max
−N≤x≤N
|f(x)|, N > 0.
Пусть f(x) ∈ C. Чтобы доказать, что отображение y → Tyf из R в
C непрерывно в точке y0, нужно показать, что для любых N > 0,
ε > 0 найдется δ > 0, такое, что из неравенства |y − y0| < δ вытекает
неравенство
kTyf − Ty0fkC,N < ε. (11)
Так как пространство E всюду плотно в C, то существует функция
g(x) ∈ E такая, что
kf − gkC,N+|y0|+1 <
ε
12
. (12)
Тогда, по лемме 3, для любого y ∈ [y0 − 1,y0 + 1] выполняется нера-
венство
kTy(f − g)kC,N ≤ 4 ·
ε
12
=
ε
3
. (13)Обобщенные сдвиги Данкля 67
Так как отображение y → Tyg из R в C непрерывно (вытекает из
пункта 2) теоремы 1), то найдется δ > 0, такое, что из |y − y0| < δ
следует
kTyg − Ty0gkC,N <
ε
3
. (14)
Без ограничения общности можно считать, что δ < 1.
Используя неравенства (12)–(14), получаем
kTyf − Ty0fkC,N = kTY f − Tyg + Tyg − Ty0g + Ty0g − Ty0fkC,N ≤
≤ kTy(f − g)kC,N + kTyg − Ty0gkC,N + kTy0(f − g)kC,N ≤
<
ε
3
+
ε
3
+
ε
3
= ε,
что доказывает неравенство (11). 2
Лемма 5. Для любых функций f(x) ∈ C и g(x) ∈ Cc и любого y ∈ R
справедливо равенство
Z
(Tyf(x))g(x)|x|2α+1dx =
Z
f(x)
 
T−yg(x)

|x|2α+1dx. (15)
Доказательство. Если f(x),g(x) ∈ D, то равенство (15) доказано в
[15, Proposition 3.2]. Пусть f(x)  произвольная непрерывная функ-
ция, g(x) ∈ Cc, supp g ⊆ [−N,N] (supp g  носитель функции g). Возь-
мем произвольную последовательность функций fn(x) ∈ D, которая
сходится к f(x) равномерно на каждом отрезке, и последовательность
функций gn(x) ∈ D так, что supp gn ⊆ [−N,N] и последовательность
gn(x) сходится к g(x) равномерно на отрезке [−N,N]. Тогда
Z
(Tyfn(x))gn(x)|x|2α+1dx =
Z
fn(x)
 
T−ygn(x)

|x|2α+1dx. (16)
Из следствия 3 вытекает, что последовательность Tyfn(x) сходится к
Tyf(x) равномерно на любом отрезке, а последовательность T−ygn(x)
сходится к T−yg(x) равномерно на отрезке [−N−|y|,N+|y|]. Переходя
в равенстве (16) к пределу при n → ∞, получим (15). 2
Доказательство теоремы 2 для случая 2 ≤ p < +∞.
1) Для построения оператора e Ty воспользуемся теоремой 3 для
случая, когда X = Y = Lp,α, E = D. Так как подмножество D всю-
ду плотно в Lp,α при p 6= ∞, то достаточно показать, что линейный68 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
оператор
Ty : D → Lp,α
является ограниченным, то есть существует число C > 0, что
kTyfkp,α ≤ Ckfkp,α ∀f ∈ D. (17)
Заметим, что если f(x) = fe(x) + fo(x), то
kTyfkp,α = kTyfe + Tyfokp,α ≤ kTyfekp,α + kTyfokp,α. (18)
Оценим каждое слагаемое по отдельности. Используя неравенство (5)
и соотношение (15) в частном случае, когда g(x) ≡ 1, получим
kTyfekp
p,α =
Z
|Tyfe(x)|p |x|2α+1 dx ≤
≤ 2p−1
Z
Ty (|fe(x)|p) |x|2α+1 dx =
= 2p−1
Z
|fe(x)|p  
T−y1

|x|2α+1 dx =
= 2p−1
Z
|fe(x)|p|x|2α+1dx ≤ 2pkfekp
p,α. (19)
При этом использовано, что T−y1 = 1. Из (19) следует, что
kTyfekp,α ≤ 2kfekp,α. (20)
Аналогично, используя неравенство (6) и соотношение (15), получаем
kTyfokp,α ≤ 2kfokp,α. (21)
Заметим, что kfekp,α ≤ kfkp,α и kfokp,α ≤ kfkp,α, поэтому из нера-
венств (18), (20) и (21) вытекает
kTyfkp,α ≤ 4kfkp,α, (22)
что доказывает (17) причем C = 4. Таким образом, существует един-
ственный оператор e Ty, продолжающий оператор Ty с D на Lp,α, при-
чем для продолженного оператора выполняется неравенство
ke Tyfkp,α ≤ 4kfkp,α. (23)Обобщенные сдвиги Данкля 69
2) Пусть f ∈ Lp,α
T
E. Проверим, что
e Tyf = Tyf. (24)
Пусть Ψn(x), n = 1,2,3,.. произвольная последовательность функций,
удовлетворяющая условиям: (1) Ψn(x) ∈ D; (2) 0 ≤ Ψn(x) ≤ 1 ∀x ∈
R; (3) suppΨn ⊆ [−n − 1,n + 1]; (4) Ψn(x) ≡ 1 при x ∈ [−n,n]. Опре-
делим последовательность функций fn(x) := f(x)Ψn(x). Все функции
fn(x) принадлежат множеству D и, очевидно, что fn(x) → f(x) в
топологическом пространстве E. Из непрерывности оператора Ty в
пространстве E (пункт 1) теоремы 1) вытекает, что Tyfn → Tyf в
пространстве E и, в частности, последовательность Tyfn(x) сходится
к Tyf(x) поточечно на R.
С другой стороны, заметим, что fn → f в нормированном про-
странстве Lp,α. Действительно,
kf − fnkp
p,α =
Z
R
|f(x)|p|1 − Ψn(x)|p |x|2α+1 dx ≤
≤
Z
|x|≥n
|f(x)|p|x|2α+1 dx → 0 при n → ∞.
Из определения оператора f Ty вытекает, что ke Tyf −Tyfnkp,α → 0 при
n → ∞. Хорошо известно, что из сходимости последовательности в
пространстве Lp следует, что найдется подпоследовательность, кото-
рая сходится почти всюду, значит, некоторая подпоследовательность
последовательности Tyfn сходится почти всюду к e Tyf, но последова-
тельность Tyfn сходится к Tyf, откуда вытекает, что e Tyf = Tyf.
Доказательство теоремы 2 для случая 1 < p < 2.
Как и для случая p ∈ [2,+∞), для построения оператора e Ty вос-
пользуемся теоремой 3 при X = Y = Lp,α, E = D. Для доказательства
существования продолжения e Ty достаточно доказать неравенство
kTyfkp,α ≤ 4kfkp,α 1 < p < 2, f ∈ D. (25)
Если p ∈ (1,2), то сопряженный показатель q ∈ (2,+∞) (1/p+1/q = 1).
Из общей теории Лебеговых пространств (см., например, [14]) следу-
ет, что пространство Lp,α изоморфно сопряженному пространству к70 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
банахову пространству Lq,α. Изоморфизм получается сопоставлени-
ем каждой функции f ∈   Lp,α линейного функционала Λf, который
определяется формулой
Λf(g) =
Z
f(x)g(x)|x|2α+1 dx, g ∈ Lq,α.
При этом норма этого функционала совпадает с kfkp,α, т. е.
kfkp,α = sup{|Λf(g)| : g ∈ Lq,α, kgkq,α ≤ 1}. (26)
Пусть f ∈ D и Λ = ΛT yf  линейный функционал, соответствующий
функции Tyf. Так как функции из Cc образуют плотное подмноже-
ство в Lq,α, то из (26) следует, что
kTyfkp,α = sup{|Λ(g)| : g ∈ Cc, kgkq,α ≤ 1}. (27)
Из леммы 5 вытекает, что
Λ(g) =
Z
(Tyf)(x)g(x)|x|2α+1 dx =
Z
f(x)(T−yg(x))|x|2α+1 dx (28)
при g ∈ . Так как kT−ygkq,α ≤ 4kgkq,α (следует из (22)), то из (28) и
из равенства Гельдера следует
|Λ(g)| ≤ kfkp,αkT−ygkq,α ≤ 4kfkp,α kgkq,α.
Тогда из (27) вытекает неравенство (25).
Из (25) следует, что при p ∈ (1,2) существует единственный опе-
ратор e Ty, продолжающий оператор Ty ⊂ D на Lp,α, причем для про-
долженного оператора выполняется неравенство (22).
Доказательство того, что e Tyf = Tyf для любой функции f ∈
Lp,α
T
E проводятся так же, как и для случая p ∈ [2,+∞).
Лемма 6. Для любой функции f(x) ∈ Cc и любого ε > 0 существует
функция gε ∈ Cc, удовлетворяющая условиям:
1) |gε|(x) ≤ 1 ∀x ∈ R;
2)


 
Z
f(x)gε(x)|x|2α+1 dx − kfk1,α


  < ε.Обобщенные сдвиги Данкля 71
Доказательство. Пусть A = max{|f(x)| : x ∈ R}, suppf ⊆ [−N,N].
Определим функцию
g(x) =

|f(x)|/f(x), при f(x) 6= 0,
0, при f(x) = 0.
Тогда |g(x)| ≤ 1,
R
f(x)g(x)|x|2α+1 dx = kfk1,α и suppg ⊂ [−N,N].
Чтобы получить функцию gε(x) мы ¾сгладим¿ функцию g(x).
Пусть L1(R)  обычное Лебегово пространство, состоящее из всех
суммируемых функций на R. Пусть
khk1 =
Z
|h(x)|dx, h ∈ L1(R),
 норма в банаховом пространстве L1(R). Известно, что любая функ-
ция h(x) ∈ L1 непрерывна в целом, то есть для всякого ε > 0 найдется
δ > 0, такое, что
kh(x − t) − h(x)k1 < ε
при всех t, удовлетворяющих условию |t| < δ.
Очевидно, что g(x) ∈ L1(R), поэтому из непрерывности в целом
следует, что найдется δ > 0, такое что при |t| < δ справедливо нера-
венство
kg(x − t) − g(x)k1 <
ε
A(N + 1)2α+1.
Без ограничения общности можно считать, что δ < 1. Тогда, если
|t| < δ, то
kg(x − t) − g(x)k1,α =
Z
|g(x − t) − g(x)||x|2α+1 dx =
=
Z
|x|≤N+1
|g(x − t) − g(x)||x|2α+1 dx ≤
≤ (N + 1)2α+1kg(x − t) − g(x)k1 ≤
ε
A
. (29)
Пусть ϕ(x)  произвольная непрерывная функция на R, удовле-
творяющая условиям: 1) ϕ(x) ≥ 0; 2) suppϕ ⊆ [−δ,δ]; 3)
R
ϕ(x)dx = 1.
Функцию gε(x) определим как свертку функций g и ϕ, т. е.
gε(x) = (g ∗ ϕ)(x) =
Z
g(x − t)ϕ(y)dt.72 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Из свойств свертки вытекает, что gε(x) является непрерывной функ-
цией с компактным носителем ( suppgε ⊆ [−N − δ,N + δ] ).
Проверим, что выполняются условия леммы. Так как |g(x)| ≤ 1,
то
|gε(x)| ≤
Z
|g(x − t)|ϕ(t)dt ≤
Z
ϕ(t)dt = 1,
что доказывает 1). Используя неравенство Минковского и оценку (29),
получим
kgε − gk1,α ≤
Z
kg(x − t) − g(x)k1,αϕ(t)dt =
=
Z
|t|≤δ
kg(x − t) − g(x)k1,αϕ(t)dt ≤
ε
A
Z
|t|≤δ
ϕ(t)dt =
ε
A
.
Далее

 

Z
f(x)gε(x)|x|2α+1 dx − kfk1,α

 
 =

 

Z
f(x)(gε(x) − g(x))|x|2α+2 dx

 
 ≤
≤
Z
|f(x)||gε(x) − g(x)||x|2α+1 dt ≤ Akgε − gk1,α ≤ ε,
что завершает доказательство свойства 2). 2
Доказательство теоремы 2 для случая p = 1.
Как и для случаев p ∈ (1,2) и p ∈ [2,+∞) для построения опера-
тора e Ty воспользуемся теоремой 3 при X = Y = L1,α, E = D. Для
доказательства существования продолжения e Ty достаточно доказать
неравенство
kTyfk1,α ≤ 4kfk1,α f ∈ D. (30)
Пусть f ∈ D, тогда функция Tyf тоже принадлежит пространству D
и тем более пространству Cc. Для функции Tyf и ε > 0 пусть gε 
функция из пространства Cc, удовлетворяющая условиям 1) и 2) из
леммы 6. Тогда из условия 2) следует неравенство
kTyfk1,α − ε ≤


 
Z
(Tyf)(x)gε(x)|x|2α+1 dx


 . (31)
Из леммы 5 вытекает
Z
(Tyf)(x)gε(x)|x|2α+1 dx =
Z
f(x)(T−ygε)(x)|x|2α+1 dx. (32)Обобщенные сдвиги Данкля 73
Так как |gε(x)| ≤ 1, то |(T−ygε)(x)| ≤ 4 (следует из леммы 2), откуда


 
Z
f(x)(T−ygε)(x)|x|2α+1 dx


  ≤ 4
Z
|f(x)kx|2α+1 dx = 4kfk1,α. (33)
Из (31)–(33) вытекает
kTyfk1,α − ε ≤ 4kfk1,α, (34)
а так как ε  произвольное положительное число, то из (34) следует
неравенство (30).
Доказательство того, что e Tyf = Tyf для любой функции f ∈
L1,α
T
E проводятся также, как для случая p ∈ (2,+∞).
Напомним, что множество L∞,α состоит из всех функций f(x),
которые равномерно непрерывны и ограничены на R. Множество L∞,α
является банаховым пространством с нормой
kfk∞,α = kfk∞ := sup
x∈R
|f(x)|.
Пусть множество e E состоит из всех бесконечно дифференцируе-
мых ограниченных функций с ограниченной первой производной. Из
оценки
|f(x1) − f(x2)| ≤ sup|f0(x)| · |x1 − x2|, x1,x2 ∈ R
вытекает, что функции из e E равномерно непрерывны и, следователь-
но, e E является линейным подмножеством в пространстве L∞,α.
Лемма 7. Пусть f(x) ∈ E. Для того, чтобы функция f принадлежала
множеству e E, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:
а) f(x) ограничена на R;
б) (Df)(x) ограничена на R, где D  оператор Данкля.
Доказательство. 1) Пусть f ∈ e E, тогда |f(x)| ≤ C1 и |f0(x)| ≤ C2
для некоторых постоянных C1 и C2. Условие a) выполняется, прове-
рим, что будет выполнено и условие б). Так как
Df(x) = f0(x) + (α +
1
2
)
1
x
(f(x) − f(−x)),
то достаточно проверить ограниченность функции 1
x(f(x) − f(−x)).74 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Так как
lim
x→0
1
x
(f(x) − f(−x)) = 2f0(0),
то найдется число δ > 0 такое, что при |x| < δ будет выполняется
неравенство  


1
x
(f(x) − f(−x)) − 2f0(0)
 

 < 1.
Тогда, при |x| < δ,
 


1
x
(f(x) − f(−x))
 

 ≤ 2f0(0) + 1 ≤ 2C2 + 1. (35)
При |x| ≥ δ справедливо неравенство


 
1
x
(f(x) − f(−x))


  ≤
2C1
δ
. (36)
Из (35) и (36) вытекает ограниченность функции (f(x)−f(−x))/x на
всей числовой прямой R.
2) Пусть для функции f выполняются условия а) и б), т. е. |f(x)| ≤
C1 и |Df(x)| ≤ C3 для некоторых постоянных C1 и C2. Докажем,
что f ∈ e E. Для этого достаточно показать, что производная f0(x)
ограничена на R, а так как f0(x) непрерывна на R, то достаточно
показать, что она ограничена при |x| ≥ 1. Остается заметить, что
|f0(x)| =


 (Df)(x) − (α +
1
2
)
(f(x) − f(−x))
x


  ≤ C3 + (2α + 1)C1
при |x| ≥ 1. 2
Доказательство теоремы 2 для случая p = ∞.
Для построения оператора e Ty воспользуемся теоремой 3 для слу-
чая, когда X = Y = L∞,α, E = e E.
Проверим, что оператор Ty переводит множество e E в себя. Пусть
f ∈ e E, тогда, по лемме 7, функции f(x) и Df(x) ограничены на R, то
есть |f(x)| ≤ C1 и |Df(x)| ≤ C2 для некоторых постоянных C1 и C2.
Так как оператор Ty переводит пространство E в E (пункт 1) теоремы
1), то Tyf ∈ E. Из неравенства (10) следует, что |Tyf(x)| ≤ 4C1, а так
как операторы D и Ty перестановочны (пункт 5) теоремы 1), то
|D(Tyf)(x)| = |Ty(Df)(x)| ≤ 4C2.Обобщенные сдвиги Данкля 75
Следовательно, функции Tyf(x) и D(Tyf)(x) ограничены на R и из
леммы 7 вытекает, что Ty ∈ e E.
Проверим, что линейное подмножество e E всюду плотно в банахо-
вом пространстве L∞,α. Пусть ϕ(x)  произвольная функция на R,
удовлетворяющая условиям: 1) ϕ ∈ D; 2) ϕ(x) ≥ 0 на R; 3) suppϕ ⊆
[−1,1]; 4)
R
ϕ(x)dx = 1. Тогда для функций ϕn(x) := nϕ(nx) спра-
ведливы следующие свойства: 1) ϕn ∈ D; 2) ϕn(x) ≥ 0 на R; 3)
suppϕ ⊆ [− 1
n, 1
n]; 4)
R
ϕn(x)dx = 1.
Для любой функции f(x) ∈ L1,α рассмотрим последовательность
функций
fn(x) := (f ∗ ϕn)(x) =
Z
f(x − t)ϕn(t)dt, (37)
то есть fn свертка функций f и ϕn. Из свойств свертки вытекает, что
функция fn(x) бесконечно дифференцируемая и производная f0
n(x)
может быть записана в виде
f0
n(x) = (f ∗ ϕ0
n)(x) =
Z
f(x − t)ϕ0
n(t)dt. (38)
Из (37) и (38) следует, что
|fn(x)| ≤
Z
|f(x − t)|ϕn(t)dt ≤ kfk∞,α,
|f0
n(x)| ≤
Z
|f(x − t)kϕ0
n(t)|dt ≤ Ckfk∞,α,
где C =
R
|ϕ0
n(t)|dt. Отсюда вытекает, что функция fn ∈ e E.
Проверим, что kf − fnk∞,α → 0 при n → ∞.
Так как функция f равномерно непрерывна на R, то для любого
ε > 0 найдется δ > 0 такое, что из неравенства |t| < δ вытекает
неравенство |f(x − t) − f(x)| < ε (t,x ∈ R). Выберем натуральное
число N так, чтобы при n > N выполнялось неравенство 2/n < δ,
тогда из свойств функций ϕn получим
|f(x) − fn(x)| ≤
Z
|f(x) − f(x − t)|ϕn(t)dt =
=
Z
|t|≤1/n
|f(x) − f(x − t)|ϕn(t)dt ≤ ε
Z
ϕn(t)dt = ε.76 С. C. Платонов, Е. Н. Сыромолотов
Тогда, при n > N, выполняется неравенство kf − fnk∞,α ≤ ε, что и
требовалось.
Так как e E всюду плотное линейное подмножество в L∞,α и линей-
ный оператор Ty ограничен на e E, то по, теореме 3, существует един-
ственное непрерывное продолжение e Ty этого оператора на банахово
пространство L∞,α. Так как L∞,α ⊂ C, то, по лемме 4, продолжение
e Ty совпадает с оператором Ty, который определен на пространстве
C. В частности, отсюда следует, что e Tyf = Tyf для любой функции
f ∈ L∞,α
T
E.
Замечание. При доказательстве теоремы 2 для всех p ∈ [1,+∞] по-
лучено, что
ke Tyfkp,α ≤ 4kfkp,α, f ∈ Lp,α,
и тем самым доказано, что норма оператора e Ty на пространстве Lp,α
не превосходит 4. Точное значение нормы операторов e Ty неизвестно
ни при каких значениях p и y (за исключением тривиального случая
y = 0, когда e T0 совпадает с тождественным оператором и его норма
равна 1).
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